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Premesse

o In matematica non € ammesso un
linguaggio ambiguo.

o Le parole chiave di questo linguaggio
sONo soltanto seftte:

Quantificator

Non Esiste

E Per ogni
O

Se.... dllora

Se e solo se




Le proposizioni I matematico

Roma € la capitale
d’ltalia

5 € un numero pari

Che tempo fard domani?
Va' a studiare!

| gatti sono mammiferi Giulia e simpafica




Proposizioni semplici e composte

Joi sl eciels - ® SONO proposizioni
SIS elementari o

| gaftti sono

mammiferi GTomIChe

6 € un numero pari e .« e .
non & divisibile per 5 * S0NO ProposiZIon|
Se torno a casa fi COmpOSTe. O
ciccompagociict molecolar
stazione




Enunciati aperti )

X € un numero naturale maggiore di 7

e Alle frasi come questa in cui ¢'e una variabile si da’ il nome di
enunciati aperti

Dato un enunciato aperto, il sottoinsieme del
dominio formato dagli elementi che trasformano
I’enunciato aperto in una proposizione vera €
detto insieme di verita

e Un enunciato aperto non € una proposizione




|
La negazione, la CM

disgiunzione

o Data una proposizione si puo costruire la
sua negazione facendo precedere |l
connettivo «nony al predicato verbale.

o Se la proposizione «oggi c'e il solen la
indichiamo con la lettera p, la sua
negazione la indicheremo con p

o Si puo esprimere il valore di verita della
proposizionep in funzione del valore di
verita di p attraverso la tabella detta di
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La congiunzione

o Due proposizioni possono essere legate
tra di loro dalla congiunzione «e» che in
logica matematica viene indicata col

simbolo A

o Paolo ha preso 7 initaliano e 5 in
matemartica
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La disgiunzione

o Due proposizioni possono essere legate
dalla congiunzione «o» che in logica viene

iIndicata col simbolo v
o Paolo gioca a tennis o a calcio
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Modo
. : di
operare

Verase p e
falsa

NEGAZIONE

Falsase p e
vera

Vera se sia p che
g sono vere

CONGIUNZIONE
Falsa negli altri
Casi

Vera se almeno
una delle due &
vera

DISGIUNZIONE

Falsa se sia p che g
sono false




Costruiamo la tavola diveritap A (p V q)
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Proposizioni logicamente equivalenti

o Due proposizioni si dicono logicamente
equivalenti se le loro tavole di verita coincidono

P=q
Ad esempio sono equivalenti le proposizioni:
pAp =pVq

| LEGGE DI Il LEGGE DI

DE

DE MORGAN

MORGAN




LEGGI DI DE MORGAN

o La negazione della congiunzione di due proposizioni
elementari equivale alla disgiunzione delle loro
negazioni

o La negazione della disgiunzione di due proposizioni
elementari equivale alla congiunzione delle loro
negazioni

ESEMPIO
p: Paolo gioca a tennis
g: Paolo gioca a calcio
p A q: Paolo gioca a tennis e a calcio
p Ap: Non € vero che Paolo gioca a tennis e a calcio
p Vv q: Paolo non gioca a tennis o non gioca a calcio




Proprieta dei connettivi

Proprieta dei connettivi Espressione

Legge della doppia negazione

p=Pp
Proprietd di idempotenza della congiunzione pAD =D
Proprietd di idempotenza della disgiunzione pVp=p
Proprietd commutativa della congiunzione pPAGQ=qAD

Proprietd commutativa della disgiunzione

Proprietd associativa della congiunzione
Proprietd associativa della disgiunzione

Proprietd distributive

Leggi di assorbimento

Leggi di De Morgan




L'implicazione

o Due proposizioni possono essere collegate dalla
locuzione «se... alloray e si indica col simbolo

—
Esempio:
Se arrivo tardi alla stazione, allora perdo il freno
Essa e formata legando fra loro due proposizioni
p: se arrivo tardi alla stazione
g: perdo il freno

pP=4q
P si chiama premessa
g si chiama conseguenza




Tavola di verita dip = q i
P Ja |  p=q
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ESEMPIO

o Date le proposizioni p: Milano € una cifta
italiona e g: Milano € una citta europeaq,
esprimiamo a parole p = q,p = q,p = q € ne
determiniamo il valore di verita

Proposizione in Proposizione a Valore di verita
simboli parole

p=q Se Milano € una citta V
italiana allora € una citta
europea

p=7q Se Milano € una citta F

italiana allora non € una
citta europea

p=q Se Milano non € una citta vV
italiana allora non € una
cittd europea




La negazione di una implicazione

o Proviamo a confrontare le favole di verita di
p=>qgedpVyg

o Sinoterad che p = g € p Vv q sono logicamente
equivalenti.

o La negazione dip = g € equivalente ap Vv g
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Esempio

o Neghiamo la proposizione: «se esco presto
dal lavoro, vengo a cena da tey

Se poniamo p:esco presto dal lavoro

J: vengo a cena da fte.

La proposizione assegnata e I'implicazione:
pP=q

La sua negazione € la proposizione:

p A g:esco presto dal lavoro e non vengo da te




Prova tu
o Date le proposizioni
p:4 € pari
g: 4 € primo

Esprimi a parole le proposizioni
p=q,p=q,p = qe determina il loro valore
di verita

o Scrivi la negazione della proposizione: se
domani c’e il sole, vengo con te al mare




La doppia implicazione

o [l connettivo «se e solo sen

Si dice .ir)verso di una proposizione del tipo p = ¢, lo
proposizione q = p.

Per esempio, l'inversa della proposizione:

Se un friangolo € equilatero allora € isoscele

E la proposizione:

Se un friangolo € isoscele allora e equilatero

In questo caso, mentre la proposizione p = g €
vera, la proposizione inversa e falso




Se e solo se

o Se invece la proposizione p € vera ed € vera
anche la sua inversa, allora si puo usare |l
connettivo «se e solo sey

p & g eequivalenteap=qgeq=mp
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Se e solo se

oll conneffivo < opera su una coppia di
proposizioni p, g producendo la proposizione
composta p<qg che risulta vera se e solo se
P € g sono enframbe false o entframbe vere.

ESEMPIO

Date le proposizioni p: la luna €
una stella; g: Giove € un
pianeta; esprimiamo a parole le
pProposizioni p & q € p & q; POiI
stabiliamo il loro valore di verita




Esempio
Proposizione in Proposizione a parole | Valore di verita
simboli
pSq La luna € una stella p e falsa e g e verq,
se e solo se Giove e  quindi:
un pianeta p & q
e falsa
p S q La luna non & una p € Vera e g € veraq,
stella se e solo se quindi: p & q € vera

Giove e un pianeta




| modi di leggere la doppia implicazione

.. Bl Condizione necessaria '
o La proposizione p & q puo | = uiilel=al=slilslls

essere letta in vari modi: un friangolo sia
equilatero e che
» P se esolose g abbia i tre angoli

» P equivale a g congruenti
» se p allora g e viceversa Se un fanRgolo &

» P e condizione necessaria equilatero allora ha
e sufficiente per g futti gli angoli
congruenti e
viceversa

Per un triangolo
essere equilatero e

equivalente ad
avere futti gli angoli

congruenti

Un triangolo &
equilatero se e solo
se hai tfre angoli
congruenti




Tautologie e regole di deduzione

o Una proposizione composta si dice:

< Tautologia se risulfa sempre vera, qualungue
sia il valore di verita delle proposizioni
elementari che la compongono;

« Confraddizione se risulta sempre falsa,
qualungue sia il valore di verita delle
proposizioni elementari che la compongono




Regole di deduzione

o Una regola di deduzione si dice valida se porta
a una deduzione correfta indipendentemente
dai valori di verita delle proposizioni coinvolte
nel ragionamento

c(prA@p=9)=q
c(p=aA7)=q¢
v-((p=>q>A<p=>r>)=><p=>r>
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regola

Modus ponens

Modus tollens

Legge del
sillogismo
ipotetico

Esempio

esempio

Premesse:

Socrate € uomo

Se Socrate € mortale
Conclusione
Socrate & mortale

Premesse:

Se Socrate € un uomo
allora Socrate &€ mortale
Socrate & immortale
Conclusione: Socrate
non € un uomo

Premesse:

Se Mario vince la partita
allora esce con noi
stasera

Se Mario esce con noi
stasera allora ti telefono
Conclusione:

Se Mario vince la partita
allora fi felefono

Formalizzazione

Premesse:

p
p=4q

Conclusione
q

Premesse
p=4q

q

Conclusione
p

Premesse
p=q
q =T

Conclusione

p=T




| quantificatori

Quantificatore ° Per Ogﬂi

universale
oY/

Quantificatore ° eSiSTe

esistenziale
o




| quantificatori

o Il quantificatore V si usa per esprimere che una certa
proprieta e vera per tutti gli elementi di un insieme

o Il quantificatore 3 si usa per esprimere che esiste almeno
un elemento di un insieme che soddisfa una certa

proprieta
Esiste un numero dx €N | x emultiplodi3edi5 Vv
naturale che e multiplo di
3edi5
Comungque scelto un Vx EN,AyeEN| y<x F
numero naturale, esiste
un numero naturale che 0 non & preceduto

da alcun numero

lo precede naturale




La logica da Aristotele a Godel

o Si deve ad Aristotele - che esamino i concetti, le categorie,
le proposizioni, i termini e i sillogismi - la prima
formulazione della logica come scienza propedeutica a
ogni possibile conoscenza.

o Il contenuto degli oggetti e |la loro origine sono stati
approfonditi dalla logica medievale, specie dalla scolastica
che distinse in logica minor e logica maior. Con il Novum
Organum,Francesco Bacone cerco di costruire una nuova
metodologia basata sull'induzione impostando la logica

come strumento di indagine scientifica.



http://it.wikipedia.org/wiki/Aristotele
http://it.wikipedia.org/wiki/Sillogismo
http://it.wikipedia.org/wiki/Novum_Organum
http://it.wikipedia.org/wiki/Novum_Organum
http://it.wikipedia.org/wiki/Novum_Organum
http://it.wikipedia.org/wiki/Francesco_Bacone
http://it.wikipedia.org/wiki/Francesco_Bacone
http://it.wikipedia.org/wiki/Francesco_Bacone
http://it.wikipedia.org/wiki/Induzione

La logica da Aristotele a Godel

O Riprendendo questi temi Rene Descartes cerco di stabilire se
il rigore tipico di un discorso matematico potesse essere alla
base di qualsiasi sapere, compreso quello filosofico

o Sempre sul calcolo matematico Thomas Hobbes penso la
logica come una combinazione di segni e regole

o0 Gottfried Leibniz e i suoi seguaci cercarono poi di unificare il

complesso delle strutture logico/linguistiche in un linguaggio
scientifico universale, ossia la "logica simbolica e
combinatoria«



http://it.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
http://it.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
http://it.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
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http://it.wikipedia.org/wiki/Thomas_Hobbes
http://it.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Leibniz
http://it.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Leibniz
http://it.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Leibniz

La logica da Aristotele a Godel

o Nel ‘700 il contributo delle correnti filosofiche non fu cosi
importante per lo sviluppo della logica moderna,
ed Immanuel Kant nella sua Critica della ragion pura defini
la logica trascendentale come quella parte della logica
generale che tratta della possibilita e delle modalita per cui la
conoscenza puo riferirsi ai concetti empirici.

O Sara solo nella seconda meta del XIX secolo che la logica
tornera a studiare gli aspetti formali del linguaggio, ovvero
la logica formale, e a essere trattata con metodi naturalistici
daChristoph  Sigwart e Wilhelm Wundt, portando

conseguentemente allo sviluppo della logica matematica.
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La logica da Aristotele a Godel

Con la fisica moderna (la meccanica quantistica) si € pero
passati da una logica aristotelica o del terzo escluso, ad una
eraclitea (antidialettica) che invece lo include sostituendo il
principio di non contraddizione con quello di
complementare contraddittorieta ; potendo un quanto
essere € non essere contemporaneamente due
rappresentazioni opposte di una stessa realta: particella ed
onda. Cosa che poi rappresenta il vero paradosso del
divenire della realta in generale quando "nello stesso fiume
scendiamo e non scendiamo; siamo e non siamo" (Eraclito).
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