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'ottimizzazione, cioe la ricerca del valore massimo (o minimo) di una funzione di piu
variabili, € un problema centrale delle applicazioni del calcolo differenziale in diversi
ambiti: dai campi piu teorici, la geometria e la fisica, a quelli piu strettamente
applicativi come I'economia, la finanza, i sistemi industriali, e cosi via.

Definizione.

Il punto Py = (xg, Vo) € D € un punto di massimo locale per f se il suo valore f(P,)
e massimo fra tutti quelli assunti in un disco aperto centrato in Py.

Py € invece un punto di minimo locale per f se il suo valore f(Py) € minimo fra tutti
quelli assunti in un disco aperto centrato in (Py) . Il corrispondente valore f(P,) &
detto rispettivamente massimo o minimo (locale).

Ovvero se esiste un raggio § > 0 per cui f (xq, V) =
f(x,y),¥(x,y) € D N Bs(xq,y,)- Se invece vale
f(x0,v0) < f(x,y), il punto & un minimo locale



| punti di massimo e minimo locale si dicono punti di estremo locale, o estremali, e
analogamente le loro immagini si dicono valori estremi. |l termine locale (a volte
sostituito da relativo) & contrapposto a globale (o assoluto), che si riferisce ad
estremi che sono tali su tutto il dominio.

Teorema di Fermat (condizione necessaria del | ordine)
Sia f: A € R? con A aperto. Se Py = (x9,Yo) € A & di massimo o di minimo locale
per f e se f & derivabile in (x,, y,), allora:

fx (X0, ¥0) = fy(xOJ’o) =0, ovvero Vf(x0,¥0) = (0,0)

Dimostrazione

Sia g, (x) = f(x,yy). Poiché Py, = (xy,yy) € A e A & aperto esiste un disco centrato
in Py e di raggio 6 > 0 completamente contenuto in D: la funzione g; risulta cosi
definita nell’intervallo [x, — 8, xy + &]ed e derivabile in x,. Poiché f ha un punto di
massimo in Py anche g4 ha un massimo in x,, dunque in base al Teorema di Fermat
g'(xg) = 0. Ma, per definizione, g'(xg) = f,,(x9,¥0) € dunque f,.(xy,y,) = 0.
Analogamente, definendo g,(y) = f(xo,y) si mostrache g,(yy) = f;,(x0,¥0) =0



Se una funzione f ammette gradiente nullo in tutti i punti di un aperto connesso A €
R?, allora f & costante su A

Dimostrazione

Essendo per ipotesi entrambe le derivate parziali di f nulle in A, perd continue, f €
differenziabile in A. Fissato (xq,y;) € A, definiamo linsieme A; ={(x,y) €

A:f(x,y) = f(x1, 1)}

Evidentemente A = A; U A,, dove
Ay ={(x,y) € A: f(x,y) # f(x1, 1)}
Essendo differenziabile, f € anche continua in A; pertanto l'insieme A, & aperto.
Dimostriamo che anche A; € aperto.
Sia I un intorno circolare di centro (x4, y;) e raggio § contenuto in A; mostriamo che

Is € Ay, cioe f(x,y) = f(xq,y1),V(x,y) € Is.
Se f(x,y) # f(xq1,y1), si consideri la funzione ausiliaria ¢: [0,1] — R definita da

p(t) = f(x1 +t(x —x9),y; +t(y — J’1)) ‘



—)

La derivata di ¢, calcolata per mezzo della formula di derivazione delle funzioni
composte, vale

@' (t) = fr(x — x1) +fy(y —y1) =0

La funzione ¢:[0,1] » R ha derivata nulla in [0,1] ed & pertanto costante in
tale intervallo.

Risulta in particolare ¢ (0) = @(1); cioe f(x,y) = f(x{,y1)

Percio anche A4 e un insieme aperto.

Risulta quindi
A=A1UA2, AlﬂA2=¢

con A4, A, apertidi R> con A; # 0
Dato che, per ipotesi, A & un aperto connesso di R? ne segue che 4, = @ e

quindi A; = A, cioe

fe,y) = f(x1,y1)



Definizione. Un punto in cui entrambe le derivate parziali di f si annullano si dice punto
critico (o punto stazionario) di f .

Per la definizione data, i punti critici sono punti in cui la
funzione e derivabile. Nel caso in cui sia anche differenziabile
(come nella gran parte dei casi che studieremo) in tali punti il
piano tangente e orizzontale.

Osserviamo inoltre che gli estremi di una funzione possono
trovarsi in punti in cui la funzione non e derivabile: tali punti
vanno analizzati separatamente.

Dato un punto critico, ci poniamo il problema di stabilirne la natura locale, cioe se sia
un massimo, un minimo, oppure un punto di sella. Sappiamo che, per le funzioni di una
variabile, e il segno della derivata seconda a determinare la natura locale del punto
critico: se essa e positiva siamo in presenza di un minimo locale mentre se € negativa si
tratta di un massimo locale. Ci aspettiamo che valga un criterio analogo anche per le
funzioni di due variabili.



Definiamo la matrice hessiana di una funzione f: A € R? — R con A insieme aperto
e f € C?(A) la seguente matrice simmetrica:

e (60Y) fry ()
HOoy) = fyx(er) fyy(er)

Essendo f € C2(A), per il teorema di Schwarz, V(x,y) € 4, si ha:

fyx(x: y) = fxy(xt y)

Chiamiamo hessiano il determinante della matrice hessiana. Tale determinante e
utile per la determinazione dei punti estremi.



Teorema (condizione necessaria del secondo ordine)
Sia f:A € R* > R con A insieme aperto e f € C?(A) e Py(xy, Vo) € A in cui si ha

fx(xO:.VO) =0 e fy(xo,yo) =0

allora, si possono verificare le seguenti eventualita

H(xy,y0) >0 f+(x0,¥0) >0 Si ha un minimo relativo
(%0, 70) <O Si ha un massimo relativo
H(xy,y0) <0 Si ha un punto di sella

H(xg,y0) =0 Nulla & possibile dire con questo metodo



| risultati principali della teoria dell’'ottimizzazione, il Teorema di Fermat in due variabili
e il Test dell’hessiana, si applicano esclusivamente ai punti estremi di una funzione
definita su un dominio aperto_. Essi valgono anche quando il dominio non & un aperto,
ma il punto in questione € comunque un punto interno al dominio, in quanto si
possono applicare alla restrizione della funzione all’insieme dei soli punti interni al
dominio. In molte applicazioni interessanti, invece, siamo condotti alla ricerca di valori
estremi di una funzione definita su un insieme chiuso

Rispetto a quella sui domini aperti, 'ottimizzazione sui domini chiusi presenta qualche
difficolta supplementare: occorre infatti una trattazione separata dei punti interni e di
quelli di frontiera. Dall’altra parte vi € un indubbio vantaggio: € molto piu probabile che
il minimo (o massimo) esista. Il primo passo, nel processo di ottimizzazione, infatti,
deve consistere nel provare che il valore estremo e assunto

Esempi:

Qual e il rettangolo di area massima tra quelli che hanno perimetro
assegnato p?

Avendo a disposizione 12 m? di cartone, qual & il volume massimo di
una scatola rettangolare (priva di coperchio) che si puo costruire?




| Teorema di Weiestrass

Ogni funzione continua su un dominio D C R? chiuso e limitato & limitata ed
assume i valori massimo e minimo, ovvero esistono (x,,, Vi) € D, (xy, Yy) € D tali
che:

fOouym) < f(,y) < flem,ym)  V(x,y) €D

Il Teorema di Weiestrass (modificato)

Una funzione continua f: R?> - R e tale che

lim X, = 400
(x,y)%oof (x,y)

assume il suo minimo.
Analogamente, se il limite e —oo allora la funzione assume il suo massimo.



Fissiamo un raggio R sufficientemente grande perché si abbia
x2+y2>R = f(x,y)>f(0,0)

e minimizziamo la funzione nel disco chiuso centrato nell’'origine e di raggio R.

Il Teorema di Weierstrass assicura I'esistenza di un punto di minimo m(x,,,, y,,): Si
avra quindi f(x,,, i) < f(x,y) per tutti i punti del disco e quindi, in particolare,
nel centro dello stesso. Si avra quindi

f(xm, vim) < f(0,0). D’altra parte, al di fuori del disco di raggio R abbiamo

f&xy) > £(0,0) = f (X, yim)

Da qui si pud concludere che il valore minimo di f su tutto R? & f (X, Vim)



Capita spesso di voler determinare gli estremi di una funzione f(x,y) quando il punto
(x,y) verifica una condizione aggiuntiva, della forma g(x,y) = k. Si parla allora di
massimi e minimi vincolati, e I'insieme di livello g(x, y) = k prende il nome di vincolo

In concreto, i punti di massimo (e di minimo) della funzione f (x, y) con il vincolo gx, y)
= k, sono punti critici per la funzione di tre variabili

Lix,y,1) = f(x,y) — Alg(x,y) — k]

La variabile A prende il nome di moltiplicatore di Lagrange, cosi come si chiama
metodo dei moltiplicatori di Lagrange la ricerca degli estremi di f con il vincolo g = k
attraverso la risoluzione del sistema

fx (X0, Y0) — A0 9x(x0,¥0) = 0
gy(xo»YO) — }\Ogy(xO::VO) =0
g(x0,¥0) = k



Per la determinazione della natura di tali punti si ricorre al determinante hessiano
relativo alla funzione L(x,y, 1)

Lxx ny Lx/'l
H(x,y,A) = |Lyx Lyy Ly,
Lyxy Lypy Lax

Si puo dimostrare che se P(xg,V9,A) € u punto stazionario per la funzione di
Lagrange, allora in tale punto si ha:

Un minimo vincolato se H(xg, Y9, 4) < 0
Un massimo vincolato se H(xg, y9,A) > 0



Si calcolino gli estremi della funzione f(x,y) = xy con il vincolo Z = {(x,y) €
R%:x% +y? =1}.

Come prima cosa scriviamo il vincolo nella forma g(x,y) = 0 con g(x,y) = x? +
y? — 1; osserviamo che f e g sono di classe C! e che la condizione Vg(x,y) # 0 &
verificata in tutti i punti del vincolo.
Si ha:

Vg(x,y = (2x,2y)
Il sistema diventa

y—2x=0
x—21y=0
x2+y?2=1

Per risolverlo basta ricavare A = % dalla prima equazione e sostituire nella seconda
ottenendo x% + y2 = 0, ricavando x = +y



Si ottengono cosi due sistemi ognuno con due soluzioni

(y=x it V2 V2 = V2 2
12x2=1 = _<77> _<_7’_7>
(y = —x LL V2 V2 e V2 V2
l2x2=1 = —<7"7>' —<‘77>

Abbiamo trovato quattro candidati possibili: quali tra questi sono punti di massimo
vincolato per f ? Per scoprirlo basta calcolare i valori di f in tali punti e selezionare
quello (o quelli) che si trovano alla quota piu alta.
Si ha
1 1
fW=fB =5 fO=f0) =~

Dunque i punti A e B rappresentano punti di massimo vincolato, mentre C e D sono
punti di minimo di f

Graficamente, se si considera la curva di livello costituita dall’iperbole di equazione
xy = 1/2, essa risulta essere tangente alla curva x? + y? =1 nei punti A e B.
Analogamente se considero la curva di livello xy = —1/2



N

A
T~
C

-

Lesempio appena visto mette in luce il significato geometrico del metodo dei

moltiplicatori di Lagrange:
I valori estremi di f con il vincolo g = k corrispondono a curve di livello di f che sono

tangenti al vincolo.




Per trovare gli estremi di f con il vincolo g(x, y) = ¢ con il metodo dei moltiplicatori

(assumendo che massimo e minimo assoluti esistano) occorre:

» trovare ivalori dix, y e A tali che Vf (x, y) =AVg(x, y), g(x, y) =c

» trovare i punti del vincolo g(x, y) = ¢ in cui f og non sono derivabili, oppure il
gradiente di g € nullo;

» calcolare il valore della funzione f in tutti i punti trovati. Il piu grande di questi
valori € il massimo di f, il piu piccolo € il valore minimo di f.




Spesso ci si pone il problema di stabilire quando I'insieme di livello di una funzione sia
una curva parametrizzata regolare. Piu precisamente ci domandiamo, data
un’equazione del tipo
g(x,y) =0

se il luogo dei punti che la soddisfano, o almeno una sua parte, sia un arco di curva
cartesiana, cioe il grafico di una funzione y = ¢(x). Se cio avviene, in un dato intervallo,
diremo allora che I'equazione ¢ risolubile rispetto alla variabile y, e diremo che la
funzione ¢ e definita implicitamente dall’equazione g(x,y) = 0.

E importante osservare che I'equazione g(x,y) = 0 definisce sempre una relazione
fra x e y, ma non sempre una funzione: infatti per qualche valore di x I'equazione
g(x,y) = 0 potrebbe non avere alcuna soluzione oppure averne piu d’una; in tal caso
non e possibile associare ad ogni x uno ed un sol valore di y



Teorema

Sia g una funzione di classe C1(A) con A aperto e sia dato un punto (x,,V,) € A tale
che

1. 9(x0,¥0) =0

2. gy(x0,¥0) # 0

allora esistono due intervalli centrati in x, e y,, rispettivamente I = (x, — 6, xy +
§)e] = (yyg — 0,y0 + 0) e una funzione @:1 — J, tali che

> Yo = ¢(xo)

> g(x,cp(x)) =0,Vx € I;

> @ & asuavolta diclasse C1(I,]) e la sua derivata vale

9x (x, (p(x))

gy(x: Qa(x))
» tale funzione e unica, nel senso che

glx,y) =0inIx] - y=¢(x)

o' (x) = Vx €]



Dimostrazione del Teorema di Dini

Per procedere nella dimostrazione e opportuno che
il Lettore svolga I'Esercizio 30, in cui € enunciato il
Teorema della permanenza del segno per le funzioni
di due variabili. Supponiamo che sia g,(xo, o) > 0.
La funzione g, € continua per ipotesi e dunque, per
il Teorema di permanenza del segno, si mantiene po-
sitiva per ogni punto (x, y) vicino a (xp, p): possiamo
selezionare un rettangolo

RD = [ID— 50,.1'4] +5D] A [yg— a, Yo +CF]

tale che (x,y) € Ry = g,(x,y) > 0.Consideriamo
la traccia g(xo, y): poiché la sua derivata e positiva,
e una funzione (strettamente) crescente. Ricordando
che g(xo, v0) = 0, ne segue che g(xy, o —0c) < 0 e
g(xo, Yo + 0) > 0. Poniamo ora attenzione alle tracce
x — g(x, yo — d) ex — g(x, yp + 0): ancora per il Teore-
ma della permanenza del segno, esiste 0 < 6 < 0, tale
che, chiamando I = (xo — 6, xo + 0) si ha

xel = glx,yp—0)<0egx,yp+0)>0

In definitiva, per ogni x fissato in I la funzione

y = g9(x, )
e strettamente crescente su I e assume valori di segno
opposto agli estremi dell'intervallo. Allora, grazie al
Teorema degli zeri per funzioni di una variabile, per
ogni x fissato in [ esiste y € (yo — 0, Yo + o) tale che
g(x, y) = 0: un tale y € unico per la monotonia della

" .. =« 94 _ ® 4=« 4. & ____ F

Mostriamo ora che ¢ cosi definita su I € derivabile. Pe
questo dobbiamo valutare il rapporto incrementale

p(x +h) — p(x)
h
dove 0 < |h| < 6 e x € I sono fissati. Poniamo

y(t) = glx+th, p(x)+tHe(x+h)—@(x)]), te[0,1]
Per composizione y é derivabile, ed & immediato ve
dere che y(0) = y(1) = 0. Per il Teorema di Rolle esistt
t* € (0,1) tale che y'(t*) = 0. Chiamando a = x + 7/
e b = ¢(x) + t'[p(x + h) — ¢(x)] si ha, dal Teorema d
derivazione della funzione composta (VI.24),

0=y'() = 3:(a, bl + 9,(@, D) @(x +h) - p(x)].

Quest'ultima formula permette di scrivere il rapportt
incrementale di ¢ nel punto fissato x come

P +h)— () g:(a,b)

h " g,ab)
(ricordiamo che per ipotesi g,(a, b) > 0). Se ora passia
mo al limite perh — 0, osserviamo che, al tendere d
h a zero, il segmento su cui si trova (a, b) si comprime
nel punto (x, ¢(x)); per la continuita di g, e g, si ha al
lora che gy(a, b) — g:(x, p(x)) e g,(a,b) — g,(x, (x))

Pertanto il limite del rapporto incrementale esiste e

) = L2
gy(x, p(x))
In particolare ¢ ¢ continua su I e dalla formula pre
cedente =i ricava anche la continuita di o' essendc

, Yx el



Il Teorema di Dini permette di stabilire se I'insieme di livello di una funzione di due
variabili E, = {(x,y) € A: g(x,y) = k} & una curva dotata di retta tangente.

Corollario

Seg € C1(4) e Py = (xg,v0) € Ej un punto tale che Vg(x,, yo) # 0. Allora vicino a
P, 'insieme E,, & il sostegno di una curva regolare di classe C! parametrizzata da
r:[to — 8,to + 8] = R?, per § > 0, il cui versore tangente in P, & perpendicolare a
Vg(xy, Vo), in modo che la retta tangente abbia equazione

gy(xO'yO)(y —Yo) + gx(x0,y0) (x — x9) =0



Un punto Py = (xg,Yo) € Ex in cui Vg(xq,y9) # 0 si dice punto regolare, si dice
invece punto singolare se il gradiente e il vettore nullo.

Se Py = (xg,yo)€ un punto singolare per g, allora I'aspetto dell’insieme di livello
contenente P, = (x,, Vo) puo essere molto vario, come si vede in Figura : l'origine &
un punto singolare per ciascuna delle funzioni g considerate.

VA
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E dato un sistema di n punti del piano P; = (x;,y;) di masse m;. Il momento di
inerzia rispetto a un punto P = (x, y) & definito come
n n

2
1Gy) = ) mi- PR =) milx = x)? + (v = y?)
Dimostrare che il baricentro del sistema e il punto del piano rispetto al quale il

momento di inerzia € minimo.

Detta M = ), m; la massa totale del sistema, la funzione | si puo scrivere come

I(x,y) = M|x* + y*| - szi[xxi +yyil + zmi[xiz + 7]
i=1 =1
Trattandosi di una funzione di classe C* possiamo cercare il minimo tra i punti critici:

I(xy)—ZMx+Zmel—0 I(x,y)=2My+ZZmiyi=O

= =1
Ne deduciamo che la fun2|one ha un solo punto critico, cioe il baricentro di

coordinate:
n n
1 T 1
A 7=k
i=1 =1



Per il caso di funzioni di una variabile, I'identificazione di massimi e minimi locali nei
problemi di ottimizzazione &€ normalmente solo un passo del percorso per trovare
massimi e minimi globali.

Tuttavia, nel caso di una funzione concava, un massimo locale € automaticamente un
massimo globale. Analogamente, nel caso di funzione convessa, un minimo locale e
automaticamente un minimo globale. Questa osservazione e importante in quanto le
funzioni concave e convesse appaiono frequentemente nelle applicazioni

. . 2 . .
Insieme convesso di [R- Insieme non convesso di k2



Una funzione convessa f:R™ — R ¢& una funzione con la proprieta che I'insieme
di punti di R™*1 che stanno sopra il grafico di y = f (x) & convesso. Cid si accorda
con il concetto di convesso valido per una funzione di una variabile.

Una funzione concava f: R™ — R ¢ una funzione con la proprieta che I'insieme di
punti che stanno sotto il grafico di y = f (x) & convesso.

Insieme convesso di R3 R3



-
i
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insieme convesso

insieme convesso

| disegni precedenti chiariscono perché un minimo locale di una funzione
convessa € necessariamente un minimo globale e perché un massimo locale di
una funzione concava & necessariamente un massimo globale.

Se una funzione f: R™ — R e differenziabile due volte, € possibile determinare
se risulta essere convessa o0 concava o0 meno esaminando la derivata seconda.




