R. Capone Analisi Matematica Limiti di una funzione reale di variabile reale

ESERCIZI SUI LIMITI DI FUNZIONE

Esercizio proposto N°1

Verificare che

x+3
=2

lim
x-3 X
Si ricordi la definizione di limite finito in un punto:

Ve > 0,3l t.c.|f(x) -l <e

Pertanto, applicando la definizione al caso concreto, si ha:

x+3
| - 2| <e¢
X
0, cio che e lo stesso:
x+3—2x
iz,
X
che equivale a risolvere il seguente sistema:
3
—x+3 —x+3—ex X > 1
<eg ——<0
* = x — x > g
—x+3 > —¢ —Xt3tex >0 x < —
X X 1—¢
x>0
3
x<0Ux>—
N 31+
0<x<—
1-¢
In definitiva:
3 < 3
[ — x [—
1+¢ 1-
Esercizio proposto n°2
Verificare che
o 3x+1
lim =3
X—00 X
Ricordando la definizione di limite
x+1

Ve >0, al; t.c. | —3|<s

ovvero
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3x+1-—3x
—tL<—X
X
= —£e<—-<zcs
X
1
= X< —=Vx>-—
£ &

. . . 1
Ho trovato cioe un intorno di +oo ];; +00[

Esercizio proposto n°3
Verificare che

lim e?* =0

xX——00
Ve>0, 314 t.c. e <e

e < —¢ VxER

loge
e < ¢ x<Tg

= —e<e<e =

. . N . . loge R . . e N
La disequazione & vera per ogni x dell’intervallo —00;—9 che e un intorno di —oo; il limite € dunque
2

verificato.

Esercizio proposto n°4

Verificare che

_ 1
lim

x_)4—(x — 4)2 = 400

Dalla definizione di limite infinito in un punto si ha che:
vM >0 3, tc fx)>M

che, applicato al nostro caso particolare, diventa:

1
— <M
(x — 4)?
ovvero
(4)2<1 = 1< 4<1 =>41<<4+1
x — — —— <x- — ——<x —
M VM VM VM VM

Ho trovato un intorno circolare di centro 4 e raggio § = 1/\/M
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Verificare che valgono i seguenti limiti:

1 lim v = 0 16 L2
=0 st x +10
2 lim (1 —-2x)=-3 17 oo 4x -1
x—2~ 1m =
x—+002x + 1
2 1
3 lim e3-x =0 18 lim =0
x—-3%* x-+0 1 4 e*
4 ) 1 19 . —
xllgl— Z_x:+oo xl—1>r-+¥loologx—1_0
5 lim 2x+3)=1 20 . 2
x—>—1" lim =
x—-0w2x + 1
; M+ — 2x—1
° xh—gl— 1=x=0 21 lim =2
X—>—00 X
7 1 22 lim log(1+e*) =0
X——00
lim |—= 4o
x-0% | X
8 . 1 23 lim (x3+43) =+
ey ri e
2 lim > +o0 24 liT 2774 = +oo
IV xX—+o0
x-5 (x — 5)*
2 . 2
10 lim ex = +o0 25 xl_l}rPOO e* = 4o
x—07*
2 ; 4 _ .3 —
11 lim ~ 4o 26 xl_l)rlloolog(x x3) = 4o
x--3 (x + 3)?
12 lim log(1 — x?) = — 27 lim 3/logx = +oo
x—1" x>0
13 1 28 lim log*x = 4
lim——= o X0
x-1logx
14 lim logVl —x = — 29 lim log*x = +o0
x—-1" X—+00
15 : 1 _ 30 lim Vx2—3x+45=+4w
xllgl*' 2 _2x - x—+00

Limiti in forma indeterminata co/co

Le funzioni pit semplici che si presentano nella forma indeterminata oo /oo sono le funzioni razionali per x
che tende a oo:

a, - x"

lim r(x) = lim
x—+0o ( ) x—+o0 bm cxm

Dove a,, - x™ e by, - x™ sono i termini di grado massimo dei polinomi rispettivamente a numeratore e a
denominatore, sicché formalmente la relazione sopra scritta si ottiene sopprimendo tutti i termini di grado
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inferiore a n al numeratore e inferiore a m al denominatore. Si possono verificare le seguenti tre

circostanze:

Se n>m o apx"
lim = +4o0
x—kco b, - x™
Se n<m Qn - x"
x—>+oobm xm o
N
Se n=m An "X~ _an
x>t by - x™ by,

Un analogo comportamento si ha con le funzioni fratte (anche se non razionali) laddove si puo applicare il

teorema sui limiti delle funzioni composte, come nell’esempio seguente:

log3x — 5log?x + 3logx + 1

20 7log3x — log?x + 2logx + 3

Applicando il teorema sui limiti delle funzioni composte, possiamo porre logx = y.Se xtende a 0, y

tendera a infinito:

log®x — 5log®x +3logx +1 _

y>=5y*+3y+1 _y3

20 7log3x — log?x + 2logx +3 yl—>n°10 T7y3 —y?2+2y+3 _yl—r>1f}o7_y3 B

Seguendo queste indicazioni risolvi gli esercizi dal 26 a 30

Limiti in forma indeterminata oo — o

1
7

Esercizio proposto n°5

Si calcoli

lim (Vx+7 -vx—5)

X—>+00

Poiché il limite si presenta nella forma indeterminata co — co si razionalizza la funzione in modo che si abbia

i T3 ) g )

S (e T4 —s)

x+7—x+5

12

= =O
\/x+7 +\/x—5 \/x+7 +\/x—5

Esercizi da svolgere

; X _ 92X —
X—>+0
; X _ 92X —
X—>+0
3 lim(x3+x2—6x+1) 18 lirjp 3+x+1=40
xX—>—0 X—+00
4 1im(x3+6x2—5x+3) 19 XETwa3+2x2+x+1—\/x4+3x2+2=—oo
X—>—0
5 X =3x7+3x 20 XX +5x+6
llm — 1m -
o xT—4x -2 >3 x* +6x+9
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6 . oxt=2x 4 3% 21 lim Vx2+3x+1—-x=3/2
lim ———— x—+00
o xT —4x-2
7 . ox=3x +x* 22 lim x?2—-2x+5—-x=-1
m —4 xX—>+o00
o= ] =5x" =2x
8 . 2-x +4x’ 23 lim Vx*+3x3 4+ x2 —x +2—x = 3/4
lim ———— X—+00
3ot DxT —x+2
9 im 3x—x>+5 24 lil’_{l Va2 +3x+5—x24+x+1=1
. X—>+00
x40 | — 2X3 + 2)62 (Conviene sottrarre ed aggiungere x)
10 . 2x—x"+7 25 lim Vx2+x+4—/x2+x+1=0
lim — x—+00
x40 ) — x4+ 3%
11 ) x+2 26 e —4e?* 42X -1
Iim — lim 3 > =1/2
X—>—00 ,x2—2X+5 xX—+0o 2e x+6e x+5
12 [ —2x+7 27 . e?* —5e* +1
: im =
}E}}OT x—+o @3% 4 Te2¥ — ¥ + 2
13 3 2 _ 28 2logx + 1
lim > +3x"+x—1 lm3lg 5:2/3
-1 x? +4x+3 x=03logx +
14 . X =3x"+x+1 29 im 3cotgx —1 _
lAlirllﬁ x-0 cotgx + 5
15 X2 45x+6 30 3cotg3x — 1
lim —— too

2 x> +4x+4

im > =
x-0 cotg?x — cotgx + 5

Limiti notevoli

Dai seguenti due limiti la cui validita &€ opportunamente dimostrabile, derivano molti altri limiti utili per

sciogliere forme indeterminate

. sinx
lim—=1
x-0 X

X

lim (1 +—> =e
X—00 X

Tabella riassuntiva dei limiti notevoli

X

li sinax _ a lim (1 + g) = et
le‘r(l) bx b X—00 x/
tgx NS
limi= 1 lim (1 +—) =ehd
x>0 X X— 0 X
I tgax _a 1\ ¥
0 bx b ,}2{;(1—;) =1/e
1- 1
lim osx _ 0 lim(1 + ax)x = e?
x>0 X x-0
1 1—cosx 1 lim 1 1 1
— — X =
lim—- > lim 0g,(1+x) o8,
_arcsinx log,(1+x
lim =1 limM =log. a

x—-0 X

x-0 X




R. Capone Analisi Matematica

Limiti di una funzione reale di variabile reale

arcsinax a

lim =— lim = lna
x>0  bx b x>0 X
arctgx a_
lim g —1 lim(1+x) 1_
x—0 X x—0 X
i arctgax _a A4 x0*r-1
20 bx b Jlg_r}r(l) ax =1
Esercizi da svolgere
1 . sinbx 16 . 1-—rcos3x
lim lim ———
x—0 5x x=0 Sin“3x
2 ~ sinx? 17 sin?3x -log (1 — 2x)
lim — im
x>0 X x-0 (1 — cos2x)arctgx
3 lim sin3x? 18 . (1 — cos5x)? - (Y1 + 2x — 1)sin5x
x-0 3x2 90 arcsin?2x - sin32x
4 _sinvx 19 Vsin2x?
lim im ————
x-0 +/x x>0~ arctgx
5 sin (x — 3) 20 . log(1+ W)
3 (x — 3) a0 e — 1
6 . sin(5* —1) 21 sin(3’c2 -1)
lim p lim—— ~/
x>0 5¥—1 x-0 x2arcsin®x
7 _ sin?7x 22 o (2*=1)3-log?(1 + 3x)
lim lim -
x—0 49x2 x-0 tgx - arcsinx
8 sin?5x 23 . senx—2x
lim———— =50 Iim———=1
x->01 — cosx -0 xy —2senx
9 tg33 24 . 5-5cosx
lim g \/;=1/3 lim———=5/4
x-0 Sin3x x>0 2xsenx
10 . 1—cos2x 25 . 3-3cosx
lim ————=12/9 lim————=3/2
x-0 Sin?3x =0 xsenx
11 . log (1 +4x) 26 . sendx+x
lim————=2 lim———=5
x—049x?arctg2x x50 X
12 Vi+3x—-1 27 . sen3x+5x
lim——=3/5 lim———=8
x-0 arcsinx =0 X
13 32 -1 28 x
li =1og9 x+3 4
xllr(l) sinx Og xll)IBO[ X — —€
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14 o1 29 x
. stn (x) _ lim x+4 =e
lim —==—=2
X—+00 1 x>0\ x —1
1 — cos (;)
15 . +2 30
i SEnX+2x _ i In(2x+1)
x>0 senx —2x X0 X

Esercizio proposto n°6
Si voglia calcolare il limite:

_ tg32x+1log3(1+x)
lim -
x-0 arctg33x + 5% — 1

Tale limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Dividendo numeratore e denominatore per x3 si ha:

3

tg32x  log3(1+ x) tg2x log (1 + x)

tg?2x +log?(1+x) ~y5 +— 3 (Zx)+ =

arctg33x + 5% — 1 B arctg33x 5% — 1 arctadaen® 5% —1 3
3 T 3 27( 33‘? ) +—7—x

Esercizio proposto n°7

Si calcoli il seguente limite

1
lim (3§-x/x2+x+1—x)

X—00

Tale limite si presenta nella forma indeterminata co — oo,

1
Possiamo mettere in evidenza x, tenendo presente che 3x vale 1 per x=0, ottenendo:

+
. VxZ+x+1 _ ( 2)_1 x+1
limx|——— 1) =1lim : X
X—00 X x—00 + 1 x2
A proposito del primo fattore possiamo scrivere:
1 1
x + 1\2 1
It =z) -1 d+yz-1 1
lim = |lim —m7m=—
xX—00 x+1 y-0 y 2
X2
Mentre per il secondo e terzo fattore si ha:
Cox+1
lim ——-x=1
X—00 X

In definitiva si ha:
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1 I x2+1 1
2 xbw x2 2
Esercizio proposto N°8
Si risolva il seguente limite:
log(1 + 5x)

x—0 e4x _— 1

Il limite si presenta nella forma indeterminata 0/0. Dividendo numeratore e denominatore per x e
applicando il teorema del limite del rapporto si ha:

log(1+5x) . log(1l+5x) _log(1+ 5x)
. log(1+ 5x) — lim X _ ,1}1,‘2, x _ 5;151_% 5x _2
x>0 e —1 x>0 e —1 . et —1 . et —1 4
lim 4lim ———
X x-0 X x>0 4x
Esercizio proposto N°9
Sirisolva il seguente limite
log(cos5x)

x-01 — cos23x

Il limite si presenta nella forma indeterminata 0/0; conviene aggiungere e sottrarre 1 nell’argomento del
logaritmo e scomporre il denominatore:

i log(cosSx +1—-1) 1 log[1 + (cos5x —1)] cos5x —1 B
20 (1 — cos3x)(1 + cos3x) 1+ cos3x cosbSx — 1 1—cos3x
3 1 log[1 + (cos5x — 1)] cos5x —1 25x? 9x?
" 1+ cos3x cos5x — 1 25x2 9x2 1-—cos3x
25 1 log[1+ (cos5x —1)]cos5x —1  9x* 25 1 ) ( 1) _ 25
"9 14 cos3x cosbx — 1 25x2 1—cos3x 9 2 2 - 18

Esercizio proposto n°10

Calcolare il seguente limite:

. V22X +x—-5-1
xl—Ig x—2

Per utilizzare i limiti notevoli x dovrebbe tendere a zero. Pertanto si effettua una sostituzione y=x-2
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 V2X+x-5-1
lm% x—2 -
x— —
I i/23’+2+y+2—5—1 I i/1+(4-23’+y—4)—1 I 4-2Y +y+4
= lim =lim - lim =
y-0 y y-0 4-2Y+y—4) y-0 y

1 42V - 1) + 1 2V -1
O 2

y-0 y y—-0 y

1 1
= §(4log2 +1)= §(1 + log16)

Verificare le seguenti uguaglianze:

1 sin3x +5x* 3
»50 arcsinZx + x% 2
2
g 23 1 2
xl—r>r(1)x + sinx 2 0g3
3 I 5% — 3% 21 3
im = 2log =
=041+ x—V1—2x 95
4 . 3** —cosx  2log3+1
im =
x-0log(1 + 3x2) 6
1 1
i 1 S l
im = log
X—+00 1
log (1 + E) td
6
[t
lim =1
X—+00 .
arcsin=
7 . V1+2x3 —V1+x3 2
im =
=>0(V1+x2-1)-(3*-1) log3
8 . (/1 +1tg23x — 5% )log?*(x +e) 1
m = —
x>0 (e3%* — 5%*)(2 + arcsin4x) 2
9 Ssinzx + 4_arcsin2x _ 2x2 _ 5tg2x + 53 6
}cl—r}g) log?(1 + artgx) B logg
10 log 3*+1 " 3
x-0log(1l+x) 2 5
11 x+3
. N3*+2 - 1-log3
lim =
x>0  artgx 6
12 1 — cos3x
lim———=3/2
x—0 XSINXCOSX
13 5% — 3% 1

5
= —Zlog=
xl—rfcl)tgx+sinx 2 0g3




Limiti di una funzione reale di variabile reale

R. Capone Analisi Matematica
14 y 5% — cosx —1l .
50 log(1+3x) 3 °9
15 . 3% — 2% 2
lim = log -
x>0/3x+1—+5x+1 3
16  VI+3x3—V1+4x2 4
m =
%0 (5 — 1)(V1+x2-1) log5
17 . 3sinx — 2cosx
lim——r———=—
x—0 339X — xlogx
18 log(1 + sin?3x) + tg3x
lim =18
x>0 /14 arctg?x — 1 + x*
19 garcsin?x _ 1 4 tg‘*x 1
li = —l 3
) 1-— cost + 3sinsx o4
20 lim 3** — cosx Zlog3 +1
#50 log (1 + 3x2) 6
21 arcsin(3* —27) -
03 artg(x —3) °9
22 Y1+ artg(3sinx) — 1 3
x~0 artg[log(1+ x)] ~ 4
23 9arctg(sinx) _ 3arctgx lo g3
lim =
x-0 x + artgx 2
24 ] sin3x — sindx
lim =
x=04/1+ 2x —+/1+3x
25 _ settsinh(3"2 - 1)
lim 5 — = 400
x>0  x2qrcsin?x
26 . cos3x —1
lim————— = —
x-0log, (1 + 3x%)
27 tgh(V1 +3x* — 1) _ 0
x-0  log(1+ x)tgx
28 x?+1 x2 +x+1
im
x>0 3x+ 2\ Jx%—x+ 3
29
. 6x%+x+ 2sinx [ 3[3x3+7x—1
lim -1|==
x>0 x —4 + artgx 3x3 —x%+2 3
30 lim ] 3(2xlogx + 3x + 5 L 1
s 79* 2xlogx + 1 )

Determina gli eventuali asintoti delle seguenti funzioni

1

_Inx+1

11

=0,y=0
. [x=0,y=0]

y (x+2)-exl —0]
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— _ —x-1 _
2 _Inx-2 [x=0,y=0] 12 y=(x-2)-e [y=0]
X
3 2 _ 13 2
_ 3 [x=-1,y=3x—4] y=9x" +4x-1 {y:ﬂxi—}
x+1 3
4 2 _ 14
_ 2 moxds [x:—2,y22x—6] y=v4x* +5x-2 [y=i2xi§}
x+2 4
5 B ’x2_x_2 15 B x3_1
d 2x* +x-15 Y x—4
6 _ 1 16 X +9
Y= x+5)2 Y= s
7 3 - 2 17 _4+e*—3e*
Y s T e
8 y =e *log(x? —4) 18 _log(2 —e*)
_ 1—e*
9 y=xV2x+1 19 C3lx3-1 | x |
y= X x%+4
2
10 y= loi x_3x 20 y =Y —1)(x—2)?

Ulteriori esercizi sul comportamento di una funzione agli Estremi dell’insieme di definizione.

Ricercare gli asintoti verticali per i diagrammi delle seguenti funzioni (dopo aver calcolato opportunamente

I'insieme di definizione):

— 2 _ . _ 4arcsinx —m
1 y =log(x* —5x — 14) 21 y = log .
m— 6arismx_
= — arcsinx —
2 y = logl3x —1] 22 y = (4arcsinx — m)log ———
T — 6arcsinx
3 y=5/3—log, x 23 y =log, log(12x? + 5x — 2)
4 y = (log, 3 — log, x)V? 24 y = arctglog, log(12x% + 5x — 2)
> y = (log, 3 — log, x)™V2 25 y = (arctglog(7x* + 8x + 1))_3
6 = log(log, 3 —log, x 26 -3
y = log(logy 3 ~logz %) y=(Viex? +8x+1]— 1)
3
! 1 27 y = log [3arccos (8x2 - E) - n]
Y15 log?(log, 3 —log, x)
8 y = (m — 6arcsinx) /3 28 y = log(|x? — 2| — |x? — 6])
9 y = log(m + 2arcsinx) 29 y =log(|x — 2| — |x — 6])
10 y = log(4arctgx — m) 30 y = [m2 — 16x2log(2sinx — 1)
11 y = (4arctgx —m)~/3 31 y = log|logx|
12 _ M 32 y = y/6log?x — 7logx + 2
Y 1+ log®x
13 y = logx 33 y = </|6logzx — 7logx + 2|
1+ log®x
14 y=0Bx—x?>-2)"" 34 y = logsin®x
15 y=log—2—1 35 ) = log—sinx = (1 +Vx)
7 =
x 3x +2 (ZSinx - \/7)(1 + VT — 4x)
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16 y = x—1 36 3y —7 V32
(x® = 5x + 6)" y:<x2+3x—10)
2
17 y = 09X 37 C(x2—6x+9)\"
V1-—logx Y= d4arctgx —
18 Jlogx 38 y = log 10g(3x2+4x+1)(3x2 + 2x)
y=—FT——
J1—logx
1 logx — 2
> y = arctgL 39 y =log(tgex +tgx + 1)
1—logx
20 _ coSx 40 y = log[cos?(5x — ) + 3 cos(5x — m) + 2]
Y arctg(logx — 1)

Ricercare gli asintoti orizzontali e gli asintoti obliqui per i diagrammi delle seguenti funzioni (dopo aver

calcolato opportunamente I'insieme di definizione):

1 y=+x*+3x+5—x 11 y=Yx*+5x2+1
2 logx +1 12 — [ 6 _ .3
= arct y=4x*+2x+1—x
Y glogx+ 3
3 y = arccotg(sinhx + 1) 13 y =log(e* + x* +3x2+ 1)
4 = log(e* + 1) 14 sxta el
y = log ye T iy
5 y = log(e* + 1) + arctgx 15 Cx2+4x+5
y=0Bx+ 1)arcsmT
6 1 16 x2+x+6
y =log(e* + 1)+ sin— y=(Q2x+ 4)setttghT
7 x3—5x%+x+1 17 _ 3F+tarctg2x+e™*
Y= 3x? — 2x Y = 3542 1 c525% + 26
8 y =tgh®x +x — 2 18 _ 2x° +x* = 3sinx + 1
ys_ x* 4+ 2cos*3x +e~*
9 = Jx2 _ 19 3x° + 2x* + cos2x — 5 1
Yy =4x 3x+2 — tg—
y x4 tcosZBx + 2x? +arctg X
10 = 3/y3 _c42 20 x*+x°+2 1
y=vx Sx% +1 y=—=T——_tarcsin-
x° + arctgx X




