L'early algebra: una prospettiva per una didattica dellaritmetica e
dellalgebra che favorisca il superamento delle diicolta
nellinsegnamento / apprendimento delle due disciple

Giancarlo Navarra
GREM, Universita di Modena e Reggio Emlia

Si presenta in sintesi un quadro teorico per indvamento dell’insegnamento
dell’algebra che privilegi un approccio linguistica tale disciplina sin dalla
scuola primaria e che favorisca negli allievi lastruzione dei significati degli
oggetti dell'algebra. Si affronta la questione dince portare gli insegnanti ad
acquisire concezioni e modelli di comportamentoga@dé a favorire negli
allievi una tale visione dell’algebra ed in partiewe a sviluppare in questi
abilita di modellizzazione, di interpretazione gxdbduzione di pensiero.

1. Premessa

L’'insegnamento matematico-scientifico costituiscea udelle chiavi di
sviluppo di una societa moderna e la matematica pdrticolare il suo
linguaggio - & fondamentale per lo sviluppo delie8ze. E significativo in
guesto senso che in molti paesi industrializzatindndo della ricerca stia
investendo da decenni sulleducazione matematit@avatso l'attivazione
continua e a lungo termine di processi di formagiaiegli insegnanti e la
messa a punto e la sperimentazione di progettirdiviazione nelle classi. La
sfida, pertanto — avvertita profondamente a livelldernazionale — é
rappresentata dalla necessita di valutare in pttgpequali iniziative di
carattere culturale, pedagogico, didattico posseontribuire a rinnovare
metodi e finalita dellinsegnamento matematico. tele quadro, anche
contenuti fondanti il sapere matematico come baeitica e [Ialgebra
necessitano di una profonda ristrutturazione diella usuale trasposizione
didattica.

Nella quotidianita della prassi didattica della jlaunon solo italiana,
invece, prevalgono strategie educative di segno ostpp centrate
sullacquisizione passiva dei fatti matematici éI'applicazione rigida delle
regole, a scapito deltzonquista del sensdi entrambi.

L’insegnante rappresenta quintielemento chiaveper una costruzione
significativa di tali mutamenti di prospettiva.
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2. Il progetto ArAl

Partendo da tali assunti, il progetto ArAl & speaiinente dedicato al
rinnovamento dell'insegnamento dell’'area aritmetdgebrica nella scuola di
base; negli ultimi cinque anni ha esteso la suanakbne anche agli alunni
‘grandi’ della scuola dell'infanzia e agli studedl primo anno della scuola
secondaria di 2°.

Esso si colloca allinterno di quella cornice teariche assume la
denominazione dearly algebra e sostiene cheprincipali ostacoli cognitivi
nell’apprendimento dell’algebra nascono in modi Sp@ insospettabili in
contesti aritmetici e possono condizionare lo $po del pensiero
matematico

lllustriamo brevemente i punti principali di quegtatesi.

La letteratura internazionale nel campo delle dbersull'apprendimento
della matematica, in particolare sull'apprendimertell’algebra, e sulle
difficolta ad esso connesse - a livelli di eta efdéinti, dagli inizi sino
alluniversita - evidenzia la diffusione della criglell'insegnamento
tradizionale di questa disciplina. L'algebra, inagto linguaggio proprio di
una matematicalta, puo essere per gli studenti, allo stesso tempgounte
verso gli studi successivi 0 umurg a causa soprattutto del fatto che molti di
essi possiedono un controllo concettuale debolesiguificati degli oggettie
deiprocessialgebrici.

La ricerca degli ultimi vent’anni si e focalizzata un grande numero di
approcci possibili per sviluppare tale controllea gli altri, sta assumendo
sempre piu importanza I'approccimguistico, che parte da una concezione
dell'algebra come linguaggioln questa prospettiva, l'ipotesi del progetto
ArAl é che vi sia unanalogia fortefra le modalita dell'apprendimento del
linguaggio naturale e del linguaggio algebrico; ppegare questo punto di
vista ricorriamo alla metafora deélbettia

3. Il balbettio algebrico e I'early algebra

Il bambino, nell'apprendimento del linguaggio, ppeopria poco alla volta
dei suoisignificati e delle regole che lo supportano, che sviluppdwgknente
attraverso imitazioni e aggiustamenti sino agli rafimdimenti dell’eta
scolare, quando imparera a leggere e a riflettegé aspettigrammaticalie
sintattici della lingua. Nella didattica tradizionale delgiraggio algebrico si
comincia invece privilegiando lo studio delle regatome se la manipolazione
formale potesse precedere la comprensione deifisgpni Si tende quindi ad
insegnare la sintassi dell'algebra trascurando laassemantical modelli
mentali propri del pensiero algebrico dovrebbersers costruiti invece in un
ambiente aritmetico — sin dai primi anni della davelementare - attraverso
forme iniziali di balbettio algebrico,insegnando al bambino pensare
l'aritmetica algebricamenteln altre parole, costruendo in lui il pensiero
algebrico progressivamente come strumento e oggdettensiero, in un fitto



intreccio con l'aritmetica partendo dai suoi significati. A questo scopo é
necessario costruire un ambiente che stimoli inonintbrmale I'elaborazione
autonoma del balbettio algebrico e che asseconthidgWappropriazione
sperimentale di un nuovo linguaggio nel quale lgoke possano trovare la
loro collocazione gradualmente, all'interno di wntratto didattico tollerante
verso momenti iniziali sintatticamente ‘promiscui’.

L’ipotesi dellapproccio linguisticodiventa ancora piu significativa se
viene associata a quella di amvio precoceall’educazione algebrica (nella
ricerca internazionale si parla elarly algebra e quindi ad una rilettura delle
relazioni fra l'aritmetica e l'algebra.

La prospettiva teorica dell’early algebra rovesdanque la tendenza
consolidata nella didattica tradizionale che pore dostruzione delle
conoscenze algebrichen successione temporalespetto a quella delle
conoscenze aritmetiche. Il principio di fondo é:cdntrollo degli aspetti
sintattici dei nuovi linguaggi non puo avvenirersmn e preceduto dalla lenta
acquisizionein profonditadi un loro controllosemantico Il progetto ArAl
affronta quindi la didattica della matematica nef@ospettiva di una
necessariaautenticacontinuitafra ordini di scuola differenti.

Vediamo ora alcuni punti nodali di questa prospettii concetti di
risolvere e rappresentarg le formecanonicae non canonicadi un numero
naturale, il segno diguaglianzal'approccio akodice algebrico

3.1 Risolvere e rappresentare: prodotto e processo

Una convinzione molto diffusa negli alunni e che daluzione di un
problema coincida coih risultato. Questo comporta che la loro attenzione si
concentri sulleoperazioni Si consideri il seguente problema, contenente una
consegna ‘classicaSul ramo di un albero ci sono 13 corvi. Ne arrivaalti
9 e se ne volano via 6. Quanti sono i corvi rinfagiira si modifichi la
consegna in:Rappresenta in linguaggio matematico la situazioneodo da
trovare il numero totale dei corvi rimastiCosa cambia?

Nel primo caso si enfatizza la ricerca geddotto (16),nel secondo quella
del processo (13+9-6)cioé della rappresentazione deikdazioni fra gli
elementi in gioco. Questa differenza si collegawm fra gli aspetti piu
importanti delgap epistemologicfra aritmetica e algebra: mentre |'aritmetica
comporta ummmediata ricerca della soluzione, l'algebra lospone e
comincia con una trasposizione formale della sitraz problematica dal
dominio del linguaggio naturale ad uno specificstesna drappresentazione
(si pensi ad un problema risolvibile con un’equagip

L’'alunno, se viene guidato ad allontanare da sér&occupazione del
risultato, raggiunge un livello superiore di pensjesostituendo al calcolare il
‘guardarsi’ mentre sta ragionando. Passa cioe alivelto metacognitivo,n
cui interpretda strutturadel problema



A monte di tutto questo ¢’E un nodo molto delicated esempio, in
'"15%(4+2)=90" uno studente, operando una letturaissa/destra ‘vede’
'15%(4+2)’ come ‘operazioni’ e ‘90’ come ‘risultatdE molto difficile che sia
stato educato a ‘vedere’ la scrittura comeguaglianza fra due
rappresentazioni dello stesso numero

A questi aspetti sono dedicati i prossimi due peatag

3.2. Rappresentazione canonica e rappresentazionom canoniche di un
numero naturale

Tra le infinite rappresentazioni di un numero, tuelnonicae la piu
‘gettonata’. Pensare un numero significa, per djien pensare alla
cardinalita che esso rappresentsla la rappresentazione canonicapaca di
significati, nel senso chealice poco di séPer esempio: la scrittura ‘12’
suggerisce un generico ‘numero di cose’, tutt'al pidea di ‘parita’. Altre
rappresentazioni possono ampliare il campo dellernmazioni sul numero
stesso: ‘3x4’ evidenzia che si tratta di un mudiigi 3 e di 4; ‘3x3’, che &
anche un multiplo di 2; ‘2x2x3’ conduce a ‘2x6’ mimgi al multiplo di 6, e
cosi via.

Possiamo dire che ognuna deltennotazionidi un numero aggiunge
informazioni utili per approfondire la sua conost®nun po’ come avviene
per le persone: c’é¢ il nome anagrafico, che e opaspetto ad altre
connotazioni piu espressive del soggetto, dateimzibne di altri individui a
cui & legato per relazioni familiari e socialigépa di ..., I'insegnante di..., il
marito del fratello di ... ). E importante portare allievi a concepire come
legittime rappresentazioni del numero sia quellaoc@&ca che ogni altra
espressione di cui esso sia il risultato (quella canonica). Cid non solo per
la comprensione di scritture algebriche come ‘abt?y’, ma soprattutto per
facilitare I'individuazione di relazioni numericleela loro rappresentazione in
termini generali.

3.3. Il segno di uguaglianza

Nellinsegnamento dell'aritmetica alla scuola prima l'uguale é
essenzialmente uoperatore direzionale4+6=10 significa ‘4 piu 6a 10'.
Questa concezione € prevalente nei primi sette,aothi di scuola durante i
quali 'uguale possiede una valenza dominap@zio temporalesegnando
i passi di un percorso operativo che privilegiaua lettura da sinistra verso
destra.

Poi, quando lalunno incontra l'algebra, l'ugualenprovvisamente
assume un significato del tutto diverso, di tiptazionale In una scrittura
come ‘@+1)’=a’+2a+1’ esso veicola un’idea dimmetriafra le espressioni
ai suoi lati: indica che queste, per ogni valotelatito ada, rappresentano
lo stesso numero. Ancora, in ‘8+x=2x-5" l'ugualediza l'ipotesi (da
verificare) di una equivalenza tra le due scritfoee qualche valore di xo



studente deve quindi improvvisamente muoversi -sspesenza che
nessuno lo abbia ‘avvertito’ di questo ampliamedtiaignificati - in un
universo concettuale del tutto differente, nel guahecessario andaskre

la familiare connotazione spazio-temporale. Ma eelgi il numero dopo
l'uguale eil risultato, cosa significa la scrittura '11 = n’, anche se sa
risolvere 'equazione di primo grado che conducessh?

In quanto stiamo dicendo sono evidenti gli aspltiguistici legati
all'interpretazione alla traduzione al confronto diparafrasi al rispetto
consapevole delleegole E qui entra in scena un nuovo personaggio,
divenutoamico di pennali migliaia di studenti italiani: Brioshi.

3.4.Brioshi ed il codice algebrico

Brioshi E un personaggio metaforico: un alunno piaesevirtuale di eta
variabile a seconda di quella dei suoi interlocutoine conosce solo la sua
lingua ma sa usare molto bene il linguaggio delltematica. Ama trovare
classi di coetanei non giapponesi con le quali cara problemi matematici.
Viene introdotto per awvicinare gli alunni fra i&i 14 anni ad un concetto
difficile da far comprendere: la necessita dsbetto delle regolaell’'uso di
un linguaggio, necessita ancora piu forte nel ca$oun linguaggio
formalizzato, e questo in ragione dell'estremaetioita dei simboli usati. |
messaggi, soprattutto con gli alunni piu piccotispono anche contenere frasi
‘di contorno’ di sapore affettivo, che contribuismoin modo significativo a
far emergere ituorematematico.

Brioshi viene introdotto attraverso attivita stuuttte - uno scambio di
messaggi da tradurre di volta in volta in linguaggaturale o in linguaggio
matematico — dove I'amico giapponese (corrpodefinizionggioca il ruolo
di controllore della traduzione. Se ‘non la capistzetraduzione va rimessa in
discussione e ‘aggiustata’. Questo ‘gioco di ruolmnziona sempre,
indipendentemente dall’eta degli alunni, e rimaaeef il ruolo arbitrale di
Brioshi come richiamo alla correttezza o alla temspza.

Sinora abbiamo riflettuto su questioni matematicke linguistiche
concernenti I'early algebra; ora proseguiremo amahdo gli obiettivi del
progetto soprattutto in relazione agli insegnaatalle metodologie messe a
punto per la loro formazione.

4. Obiettivi

Come si e detto, l'obiettivo di fondo del progethgAl € quello di
realizzare percorsi didattici innovativi in aritnoet - verso un@rospettiva che
favorisca un approccio anticipato al pensiero algeb — finalizzati alla
costruzioneprogressivadel linguaggio algebrican parallelo con l'aritmetica
e nonsuccessivamente ad esddipotesi € che, attraverso tghercorsi, Si
possano ridurre, al momento del loro insorgerepmnani anni della scuola
elementare, quelle difficolta (che a volte col t&xnpome si € detto, rischiano



di divenire insormontabili) che gli studenti incoanto nella scuola secondaria

nello studio dell’algebra, e che si motivi ai layochi il ruolo che il linguaggio

algebrico svolge nella modellizzazione di situaziproblematiche e nella
produzione di pensiero.

Il perseguimento di tale obiettivo poggia su ungoemmma i cui punti
fondamentali son®

e costruire I'approccio all'algebra come ad un linggi® dotato di una sua
grammatica e una sua sintassi (segni, convenzionscdttura, ecc.)
favorendo le operazioni di traduzioda un linguaggio all’altro;

e privilegiare la comprensione del significatdelle scritture algebriche,
evitando quindi che gli alunni pervengano ad unanip@azione non
consapevole dei simboli (non & comunque obiettivel progetto —
soprattutto con gli allievi della scuola primartacostruire abilita di tipo
strumentale)

o favorire un approccio all'algebra che, pure a Ins#mplici, contenga tutte
le caratteristiche di tale disciplina nella suaeg@gne piu ampia e moderna,
inserendo attivita che la utilizzino non solo coamalisi di procedure ma
come linguaggio, strumento di pensiero, strumentatematico per
potenziare la risoluzione di problemi, individuaeonfrontare relazioni e
strutture.

5. Il ruolo dell'insegnante e il problema della sudormazione

L’'insegnante di matematica rappresenta duntjglemento chiaveper
l'attuazione dei mutamenti di prospettiva che stiahustrando. Su di lui oggi
interviene, in un turbinio di cambiamenti imponertontraddittori, spesso
difficilmente decifrabili, un grande numero di psesi di natura psicologica,
sociale, culturale, economica. L’insegnante — dbytta quello della scuola
primaria e secondaria di 1°, in particolare qudilonatematica — proprio per il
suo essereerniera nella complessita delle relazioniiftanze sociale saperi
organizzati, € soggetto alleattenzioni delle istituzioni preposte alla sua
formazione e al suo aggiornamento. Fra questeralatente, come nel caso
del progetto ArAl, il mondo della ricerca e, quintliniversita.

La sfida — dal nostro punto di vista — consiste ioggl condurre
l'insegnante ad unavisitazionedi ruoli che gia ricopre La partecipazione al
progetto si propone quindi di rappresentare anchemportante momento di
riflessione su convinzioni e stereotigitorno alle questioni centralQuale
aritmetica insegno? Quale algebra?

3 L'impianto scientifico & illustrato nel Quadro tem e nel Glossario (v. N.A. Malara,
G.Navarra,Quadro teorico di riferimento e glossari®itagora Editrice Bologna, 2003). I
Glossario costituisce per molti aspettcilore del progetto ArAl; & composto attualmente da
quasi 100 termini — connessi fra loro da una figt@ di rimandi e di collegamenti ipertestuali
— che rappresentano le parole chiave per la corsjorem della sua impostazione generale.



In altre parole: anche se l'alunno rappresentaeferente naturale, e
'insegnantel’elemento centrale attorno al quale ruota lasfilfia del progetto,
e questa scelta e riconducibile ad una tendena#tona livello internazionale.
Un gruppo di ricercatori coordinato dall'israeliaAana Sfard, al convegno
ICME 10 (International Congress on Mathematical &dion) tenutosi a
Copenhagen nel luglio 2004, ha posto in luce ladidi tendenza che sta
caratterizzando la ricerca in didattica della mateea degli ultimi
cinquant’anni: da quella che é stata chiamatprlzgrams’ era’ degli anni '60
- '70 si e passati allstudents’ era’degli anni '80 - '90 per avviarci all'inizio
del 2000 verso ldteachers’ era! In estrema sintesi: le ‘buone pratiche’,
centrali nella‘programs’ era, o la conoscenza degli stili cognitivi degli
studenti e delle loro motivazioni, tipica defaudents’ era’,sono si necessarie
ma non sufficienti se i docenti non hanno l'oppaitia di riflettere sulle loro
personali epistemologie Da qui la ‘teachers’ era’; si potrebbe direper
educare studenti metacognitivi € necessario prepararansegnanti
metacognitivi

6. L'insegnante e il progetto ArAl

Il docente della scuola primaria impegnato in gaiegkessioni € in qualche
modo favorito rispetto al collega della secondaeaché puo avviarab ovq
anche con alunni di 6-7 anni, un approccio nelfezibne del rinnovamento,
awviando delle attivita che gli permettano di faatarare in modo graduale le
sue conoscenze, lasciando decantare eventualiadiéie superandole con
calma, sperimentando nuove dinamiche sociali coralghni e indagando
punti di vista diversi dai quali affrontare I'ingggmento dell'aritmetica.

Allo stesso tempo, il docente della secondariardn@ grado che awvii
un’analoga riflessione con le sue classi € in qualmodo sfavorito in quanto
si accinge a sperimentare delle attivita con aluohe probabilmente
provengono, in larga maggioranza, da esperienzattaide che li hanno
condotti ad una concezione tradizionale dell'artio@ e dell'algebra, e che
quindi sono per molti aspetti lontani dallambierntrso il quale I'insegnante
vorrebbe condurli. Si tratta quindi non solo di uperare conoscenze e
competenze acquisite dagli alunni negli anni prengdma di ristrutturare,
entro i limiti consentiti di volta in volta dalleircostanze, la loro stessa
concezione dell'aritmetica.

L’obiettivo del progetto & quindi & di proporre ldethiavi di letturache
consentano al docente di pervenire gradualmenti#ravarso percorsi pur
eterogenei e frazionati nel tempo, e una riflessianchedi rottura sulle sue
conoscenze e le sue convinzioni - ad una visionesidme sempre piu
organica e articolata delluniverso che sta espidoa Si tratta quindi di
organizzare delle informazioni che stimolino la tcozione di opportuni
ambiti di lettura personali, che conducano a musivier modo significativo
all'interno del triangolo costituito da (a) quelkhe Shoenfeld ha chiamato



epistemologia dell'insegnanteconoscenze, convinzioni, abitudini, pregiudizi,
stereotipi - ; (b) i temi dellgpre-algebra (c) la didattica - programmi
ministeriali, programmazione individuale, costrumo dei curricoli,
valutazione.

Lo strumento piu potente messo in atto dal ProgAtl per favorire
guesto processo nell'insegnante € la metodologidide multi-commentati.

7. La metodologia dei diari multi-commentati nella formazione degli
insegnanti

| docenti degli istituti che partecipano ad atéivitperimentali-formative del
Progetto ArAl (della durata media di un biennio)fedtiano delle
audioregistrazioni delle loro attivita in classe tlascrivono irdiari (da uno a
tre), vi inseriscono commenti e riflessioni e li inviamttraverso la posta
elettronica a ricercatori-tutor, che vi aggiungoaoloro volta dei meta-
commenti e quindi li rinviano agli autori e agliracomponenti dei loro o di
altri gruppi, che possono aggiungere a loro voltarieri commenti, creando
le condizioni per I'organizzazione di una rete engellaggi inter-istituti.

| diari cosi arricchiti si prefigurano consérumento di mediazione fra teoria
e prassi Questo comporta ricadute importanti sugli insegina

Nel momento in cui redige il diario, 'autore nonpdi un ‘semplice’
insegnante, ma si colloca su un piano diverso.uaactasse (di cui conosce
tutto — personalita degli alunni, metodi e strurhemhpiegati nello
svolgimento dell'attivita, linguaggi non verbaliats mentre essi spiegano e
cosi via) non € piu soltanto ‘sua’, ma trasla varea dimensione piu ampia
che coinvolge anche i ricercatori, molti altri igeanti appartenenti allo stesso
o ad altri istituti (che potrebbero avere interegseso i suoi diari perché sono
impegnati in attivita analoghe) e cosi via. Inalparole, I'autore diventa un
insegnante sperimentatqgree i suoi diari assumono importanza livello
scientifica Per queste ragioni € necessario che, all'attia dédsura, avvenga
un distacco dall'attivita, e l'autore si ponga mefprospettiva di rileggere
criticamente cid che e avvenuto in classe e dizzak i suoi stessi interventi
e contributi dei suoi alunni, spesso incerti, fraemtati, contraddittori. Il
diario non e solo una ‘narrazione’, ma diventa atiptto, anche prima di
ricevere i Commenti del tutor, un oggettoaditoformazioneD’altro canto, &
proprio I'inserimento in un quadro cosi articolatte conferisce significativita
alla fatto di investire tempo ed energie intellattyper registrare le lezioni,
redigere i diari, riflettere sui Commenti e possit@nte replicare, scriverne di
propri, confrontare i diari con quelli di altri gnanti sperimentatori.

La finalita del progetto €, quindi, che l'insegrgnittraverso il quadro
teorico, le attivita e i diari propri e altrui, penga ad una rilettura delle
proprie convinzioni, se necessario ad una rottura esse, e si formi
gradualmente una visione d’insieme della didattidall'aritmetica e
dell'algebra che coniughi in modo significativo gsae riferimenti teorici.



Lateoria del progetto ArAl ha come struttura portahtglossariocomposto
da un centinaio di parole chiave. La sua esplorgzi@ un’avventura
intellettuale individuale, alipende dal modo in cui l'insegnante decide di
interagire con essoQualsiasi percorso egli compia conduce comunque,
attraverso ampliamenti e approfondimenti successad una visione
relazionaledei termini chiave, e quindi ad ulamprensionalella teoria di
riferimento.

Quadro teorico e Glossario permettono di capireeciapproccio precoce
all'aritmetica in una prospettiva algebrica poggilsa solida base costituita
da presupposti di natursociale-didatticae psicologicae su una serie di
concetti di tipogenerale che a loro volta sorreggono una forte componente
linguistica che si esplicita soprattutto attraverde dinamiche della
comunicazione

Aree
Matematica

Linguistica

Generale  Sociale  Psicologica
Didattica

L’'insegnante deve imparare ad integrare questaloapaa teorica con la
realta della classe e connrgcro-decisioniche deve adottare di continuo nel
corso di altrettantemicro-situazioni La metodologia dei diari commentati
intende potenziare la sensibilita degli insegnastia realizzazione di questa
integrazione.

| diari multi-commentati, in conclusione, sono stenti importanti da
guattro punti di vista:

¢ diagnostico forniscono al ricercatore un quadro complessied’arione
didattica dellinsegnante attraverso lanalisi delmodalita della sua
conduzione dell'attivita in classe;

e formativa consentono allinsegnante, attraverso i commemei riceve, di
sviluppare competenze e sensibilita, e quindi dglioare la qualita
complessiva della sua azione didattica;

e valutativa forniscono sia allinsegnante che ai ricercatelementi per
potenziare I'efficacia degli interventi nei rispettambiti;



e sociale consentono, attraverso l'invio dei diari agliratomponenti del
gruppo e le periodiche riflessioni in presenzalitani piu significativi, la
condivisione dei saperi in gioco.

Hanno l'obiettivo di raggiungere tre risultatipérfezionamento del quadro
teorico e delle metodologie per la formazione,abslrazione di materiali
efficaci per la formazione dei docenti, un miglimento complessivo
dell'attivita didattica.
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